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34 Utilité des normales dans la déformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
35 Calcul des normales̀a partir des voxels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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1 Introduction

1.1 Objectif

Ce stage tutoŕe par Romain RAFFIN, s’inscrit dans le cadre de la réalit́e virtuelle et tout par-
ticulièrement en sculpture virtuelle. La réalit́e virtuelle consistèa faire entrer une personne dans
un environnement de synthèse dans lequel il aura des sensations réelles et avec lequel il pourra
interagir. La sculpture virtuelle doit donc fournirà l’utilisateur un environnement où il pourra
agir sur des objets de manière intuitive et ŕeelle (d́eformations de l’objet)̀a l’aide d’une palette
d’outils pŕe-d́efini1. Le sculpteur pourráegalement ressentir les effets physiques des différentes
manipulations (ŕesistance de la matière) sous forme de retours d’efforts. Nous souhaitons ainsi
mettre en œuvre une méthode de d́eformation suffisament géńerique pour qu’elle s’adaptèa
toutes les formes manipulées, capable d’accueillir un maximum d’outils de déformation et par
la suite d’en fournir de nouveaux. Nous souhaitonségalement que l’utilisateur puisse lui même
créer ces outils afin de travailler selon son inspiration. Afin de se rapprocher au maximum de la
réalit́e, une contrainte importante vient s’ajouter : notre système doitêtre interactif.

1.2 Les probĺematiques

Avant de commencer̀a sculpter, il faut d́efinir comment repŕesenter et stocker les infor-
mations relatives aux objets (pièces et outils) de topologie quelconque. En effet, il existe déjà
plusieurs ḿethodes qui offrent chacune avantages et inconvénients dans des cas bien précis.
La contrainte de l’interactivit́e du syst̀eme impose un accès et une manipulation extrêmement
rapide de nos données. Ensuite il nous faudra choisir parmi plusieurs méthodes de d́eformation
déjà existantes afin de travailler sur l’outil ou la pièce elle-m̂eme.

1Ceux de l’artisan sculpteur et les nouveaux que permettra le monde virtuel
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Première partie

Etat de l’art

2 Modèles de repŕesentation des objets : pìece et outil

2.1 Les facettes

La mod́elisation par facette est une représentation surfacique des objets. Elle est réaliśee de
la façon suivante :

1. Discretiser la surface de l’objet ennsommets (plus il y a de sommets, plus on se rapproche
de la surface initiale).

2. Relier les sommets deux̀a deux afin de d́efinir les ar̂etes (les ar̂etes devant suivrent la
surface sinon nous perdons la topologie de l’objet).

3. Regrouper les arêtes par face (une arête pouvant appartenirà plusieurs faces).

FIG. 1 – Un exemple de représentation par facettes [34]

L’objet d’origine est ainsi transforḿe en un paralĺelépip̀ede quelconque (figure 1). Les faces
triangulaires sont le plus souvent utilisées pour leur simplicité et une manipulation facile. Le
principal probl̀eme de cette ḿethode vâetre le stockage de toutes les informations : sommets,
ar̂etes et faces. Il y a ainsi un grand nombre de redondances, qui imposent une place importante
en espace ḿemoire et de nombreux calculs de miseà jour si on manipule la surface. Ceci est
mis enévidence dans la figure 2 où l’on s’apperçoit que chaque sommet apparaı̂t de nombreuses
fois pour un simple t́etràedre.

Une solutionà toutefoisét́e propośee pour manipuler plus rapidement cette méthode : la
méthode DCEL (Doubly Connecting Edge List). Il s’agit d’une table des arètes qui contient
toutes les informations (cf figure 3).

Malgré l’utilisation de la ḿethode DCEL, l’acces aux données et leurs manipulations restent
trop côuteux et rendent difficile cette ḿethode dans un système à temps ŕeel. De plus, le
rendu demeure assez pauvre mais peutêtre aḿelioré par l’utilisation de surfaces de subdivi-
sion (d́efinies ci-apr̀es section 2.2).
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FIG. 2 – Stockage des informations lors de la représentation par facettes [17]

FIG. 3 – Méthode DCEL [17]

FIG. 4 – Un exemple ŕecent de surfaces de subdivision : Némo, image PIXAR [4]

2.2 Surfaces de subdivision

Les surfaces de subdivision sont apparues en 1978 suite aux travaux de Catmull et Clark
[13]. On utilise le maillage initial de l’objet (maillage quelconque de la surface) et on applique
des r̀egles de subdivision compatibles avec le maillage :Si+1 = F(Si) avecSi la surface apr̀es
i itérations etF la fonction de subdivision. On obtient ainsi un nouveau maillage avec plus de
points, qui doit converger vers une surface lisseS(figure 5) :

lim
i→∞

Si = S

Les surfaces de subdivision permettent de manipuler des objets très simples , tout en ob-
tenant un excellent rendu. Il s’agit donc plus d’une technique d’amélioration du rendu que de
mod́elisation. Elles souffrent toutefois de quelques défauts :
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FIG. 5 – Subdivision d’un t́etràedre [18, 19]

– Risque de perte de la topologie du maillage après quelques itérations.
– Risque de saut de la résolution entre deux itérations.
– Elles n’ont aucune propriét́e différentielle.
– On manipule presque jamais directement la surface : certains algorithmes le permette

mais ils sont difficiles̀a impĺementer.
Les surfaces de subdivision peuventêtre utiliśees afin d’aḿeliorer le rendu lors d’une voxélisation.

Cela permettrait de travailler sur des objets simples, alléǵes de leur aspect visuel, pour se con-
centrer sur les d́eformations.

2.3 Les surfaces implicites

Les fonctions implicites sont́etudíees depuis longtemps en mathématiques, mais en dimen-
sions quelconques. Plus récemment il y a eu une restrictionàR3 pour la mod́elisation de formes.
Elles connaissent un véritable essor depuis une vingtaine d’années, surtout depuis les travaux de
[10, 33]. Contrairement aux modèles paraḿetriques qui explicitent les coordonnées des points,
le formalisme implicite d́efinit une surface comme un ensemble de points de l’espace vérifiant
une propríet́e. Cette propríet́e est ǵeńeralement líeeà la valeur prise en ses points par une fonc-
tion F : R→ R3, nomḿee fonction implicite, champ scalaire ou encore fonction de potentiel
(analogie avec la physique). Une surface est donc définie comme une iso surface de niveau iso
fixé par la fonctionF (cf figure 6) :

S=
{

P∈ R3/F(P) = iso
}

= F−1(iso)

FIG. 6 – Repŕesentation d’une iso surface [26]

Il est donc tr̀es facile de connaı̂tre la position d’un pointp par rapport̀a la surface :
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– F(p) < iso : le point est dans la surface
– F(p) = iso : le point est sur la surface
– F(p) > iso : le point est hors de la surface
Voil à quelques exemples d’iso surfaces (figure 7) définiesà partir d’uneéquation de super

quadriques [7] :

F(p) =

((
x
a1

) 2
ε2

+
(

y
a2

) 2
ε2

) ε2
ε1

+
(

z
a3

) 2
ε1

FIG. 7 – Exemples de quadriques [26]

Le passage du cubèa la sph̀ere se fait donc de manière continue par simple variations de
ε1 et ε2. Dans les surfaces implicites, il est ajouté à la notion de surface, un centre et une zone
d’influence, afin de pouvoir combiner plusieurs surfaces (cf figure 8).

FIG. 8 – Influences mutuelles de deux surfaces implicites [32]

En sculpture virtuelle, la formalisation de surfaces implicitesà base de squelette [11] est la
plus souvent utiliśee ([19, 20, 29]). Le squelette d’un objet est l’ensemble des centres des boules
maximales contenues dans l’objet ; dans la figure 9, calculé pour un objet de dimension deux.

FIG. 9 – Construction d’un squelette [27]

Les surfaces sont définies par la sommation de potentiels locaux (les fonctions potentielles)
et ǵeńeŕees par les sources ponctuelles (les points du squelette). Nous trouvons différentes ap-
pellations pour les surfaces implicitesà base de squelette :
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– Modèlesà blobs [10]
– Soft objects [39]
– Techniques par ḿeta boules [30]

FIG. 10 – Surface implicitèa squelette [20]

Les surfaces implicites ont un formalisme très puissant, notamment grâce au squelette qui
permet de cŕeer des objets de topologie quelconque en gardant un bon contrôle de la forme glob-
ale. La structure de données est compacte et permet un calcul immédiat de la notion int́erieur /
ext́erieur de l’objet et de la zone d’influence. Toutefois, les surfaces implicites présentent aussi
des d́efauts importants :

– Les formes d́efinies sont toutes arrondies et donc ne conviennent pasà tous les objets.
– La visualisation est côuteuse : il faut calculer tous les points de l’espace (par rapportà

l’ équation implicite) pour savoir s’ils sont dans l’objet, visible ou masqué.
– On ne peut se d́eplacer sur la surface de manière aiśee : tester si les points proches sont

sur la surface.
– Le contr̂ole local de la surface est difficile : variations de l’équation de la surface et de la

zone d’influence.
Ces difficult́es de contr̂oles et d’affichages g̀enent fortement la manipulation et ralentissent

le syst̀eme. Les surfaces implicites sont ainsi délicatesà utiliser dans un système interactif et
risquent de limiter les possibilités [29].

2.4 Le mod̀ele CSG

Le mod̀ele CSG (Constructive Solid Modeling) est un système de manipulations et de com-
binaisons de volumes préd́efinis (̀a l’aide de diff́erents syst̀emes : facettes, surfaces implicites...).
Il est d́efini à partir des trois ensembles suivants :

– Des primitives ǵeoḿetriques : sph̀ere, cylindre, parallélépip̀ede rectangle...
– Des transformations géoḿetriques : rotation, translation, homothétie.
– Des oṕerateurs ensemblistes : union, intersection, différence...
Un objet d́efini par un mod̀ele CSG est une composition des trois ensembles, dont la suite

des manipulations est stockée sous forme d’arbre (cf figure 12).
Il est possible de créer des objets complexes mais qui dépendront des primitives de base.

Toutefois, en sculpture virtuelle, chaque modification demandera une miseà jour de l’arbre
(coûteuse) et le temps d’accès aux donńees est important . Elle est donc difficileà mettre en
place, lourdèa maintenir, mais quand m̂eme utiliśee dans [29].
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FIG. 11 – Quelques oṕerations ensemblistes utilisées par CSG. Ŕealiśe avec POV-RAY [5]

FIG. 12 – Repŕesentation d’un objet complexe avec CSG [19]

2.5 La voxelisation

On vient de voir principalement deux méthodes de représentations par surfaces qui ont
montŕe leurs limites. La voxelisation est la méthode la plus simple et la plus intuitiveà base de
volumes. L’espace de travail est discrétiśeà l’aide de cube de taille identiques appelés ”voxel”2.
Chaque voxel est repéŕe dans l’espace grâce au système de coordonńees paraḿetriques(x,y,z)
3 et peut prendre une valeur binaire :

– 1 le voxel appartient̀a l’objet.
– 0 il n’appartient pas.
Les voxels sont ǵeńeralement stocḱes sous forme de matriceà trois dimensions. D’autres in-

formations peuvent̂etre ajout́ees au voxel : couleur, données physiques... On peut donc représenter
tout type d’objet de topologie quelconque et se déplacer sur la surface grâceà la notion de voisi-
nage tr̀es naturelle dans ce système. Mais le système souffre de deux problèmes majeurs :

– L’espace requis pour stocker les voxels est important : si on prend un ”petit” espace1003,
il faudra une matrice comportant106 de cellules.

– Lors d’une voxelisation, les objets sont discrétiśes ; on introduit donc une erreur d’ap-
proximation d̀es l’étape de mod́elisation (cf figure 13).

– L’affichage d’un objet discrétiśe est particulìerement d́esastreux (cf figure 13).
La simplicit́e de cette ḿethode engendre quelques problèmes auquels nous apportons une

solution dans les sous-sections suivantes (2.5.1 et 2.5.2).

2le volumeélément (un pixel en dimension 3)
3peuvent aussîetre entìeres(i, j,k)
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FIG. 13 – Exemple de discrétisation du ”Stanford Bunny” [27]

2.5.1 Compression des donńees : l’octree

Un octree est un système de stockage qui permet de compresser les données lors d’une
voxélisation. Il se pŕesente sous la forme d’un arbre dont chaque nœud possède soit huit fils,
soit aucun.
Le principe :

– Diviser l’espace de travail en huit (car on est en 3D).
– Pour chacun des huit sous-espaces, il faut regarder son contenu. S’il est totalement vide

(marquer le nœud vide) ou totalement rempli par l’objet (marquer le nœud plein) alors
s’arr̂eter, sinon subdiviser le sous-espace en huit et recommencer les tests.

Voici une repŕesentation en dimension deux (doncà l’aide de ”quadtree” et par conséquent une
division de l’espace en 4) :

FIG. 14 – Compression d’une surface par quadtree [2]

Dans l’exemple de la figure 8, la taille de l’espace est de 64 pixels (82), dont 32 pour la sur-
face griśee que l’on souhaite représenter sous forme de quadtree. Pour cela 21 sont nécessaires
pour cŕeer l’arbre mais seulement 8 pour stocker la surface grisée. Cette exemple met en
évidence le gain en espace mémoire appport́e par la ḿethode. La figure 15 est un exemple
d’application d’un octree.

Ce syst̀eme permet de diminuer considérablement la taille de l’espace mémoire requis pour
stocker les objets lors d’une voxelisation. Toutefois il est absolument inutilisable dans le cas
d’un nuage de points disjoints car chaque point devraêtre repŕesent́e par une feuille de l’arbre,
donc il y aura encore plus de nœud dans l’arbre que de voxels dans l’objet. De plus, nous perdons
toute les notions de voisinage ; dans le pire des cas, il faut parcourir toute l’arborescence pour
trouver les voisins d’un voxel. Ce dernier inconvénient handicape fortement cette méthode nous
insisteà ne pas la choisir dans le cadre de notre travail.
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FIG. 15 – Compression d’un volume par octree [37]

2.5.2 Amélioration de rendu : surfaces de subdivision

Comme il aét́e dit en conclusion sur les surfaces de subdivision (section 2.2), elles peuvent
être utiliśees pour aḿeliorer le rendu. Voici le ”lapin” de la figure 13 après les oṕerations de
subdivision (figure 16) :

FIG. 16 – Ajout d’une action de subdivisioǹa un objet discŕetiśe [27]

La méthode des ”marching cube” [16] est aussi utilisée dans [6] mais nous ne l’aborderons
pas ici.

2.6 Conclusion et choix des ḿethodes

Nous venons de présenter les principales méthodes de stockage des données, de la ǵeoḿetrie,
en évoquant systématiquement leurs défauts et leurs avantages. Dans le cadre du stage, nous
avons d́ecid́e de travailler par vox́elisation, pour la simplicit́e de la ḿethode et les possibilités
de mâıtriser interactivement les objets. C’est avec une voxelisation que l’on obtient le mieux la
repŕesentation d’un volume (donc de l’objet et de l’outil) et de plus, la quasi inexistance de con-
traintes pendant la déformation correspond au souhait de développer une ḿethode ǵeńerique.
Deux pistes seront par ailleursétudíees durant ce stage. La première consisteràa ajouter un
rendu par surfaces de subdivision pour améliorer l’aspect et tout particulièrement un algorithme
de subdivion sṕecifiqueà chaque outil de sculpture afin d’afficher au mieux le résultat. De plus
les surfaces de subdivision seront bientôt implément́ees en ”Hardware” dans les cartes vidéo,
ce qui augmentera leur efficacité et diminuera leur côut d’utilisation. Dans la deuxième piste

13



l’objet serait repŕesent́e par un ensemble de cubes de taille non uniforme afin de diminuer le
nombre de cubes̀a manipuler sans s’encombrer du formalisme des octrees. Mais il y a une perte
immédiate de la donńee de voisinage.
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3 Les méthodes de d́eformation

3.1 Modèles physiques

Ajouter un mod̀ele physiquèa un syst̀eme de sculpture virtuelle augmente grandement le
réalisme. L’objet ŕeagit comme un matériau ŕeel lors de la d́eformation et ŕesisteà la main
du sculpteur (ŕeponse haptique) lors du retour de force, en fonction de ses caractéristiques
physiques. Mais dans les deux cas, le formalisme physique se traduit par la résolution d’une
équation diff́erentielle du second degré. Il est extr̂emement difficile de ŕesoudre deśequations
diff érentielles aussi bien formellement (moins de 5% deséquations) que nuḿeriquement. Une
méthode de ŕesolution fŕequemment utiliśee est celle des ”éléments finis” ([28, 8, 36]). Le
résultat en terme de réalisme est excellent (déformation de la peau sur le corp [15, 25, 31] ou
de v̂etements sur une personne) mais le temps de calcul est désastreux. Toutefois, uneéquipe
est parvenuèa contourner partiellement le problème [22]. Pour cela, elle a utilisé un syst̀eme de
masse-ressort : chaque sommet est affecté d’une masse et relié à chacun de ses voisins par un
ressort [22].

FIG. 17 – Repŕesentation des liaisons masse-ressort [22]

Il faut donc ŕesoudre unéequation diff́erentielle du second degré de la forme :Md(2) +
Dd(1) +Kd = Fd. Avec M matrice des masses, D ”damping” matrice, K matrice de raideur,Fd

la fonction du second membre. Cetteéquation sera résolue par une ḿethode d’Euler explicite
[1] :

d(1)
i+1 = d(1)

i hF
(

d(2)
i

)

di+1 = di +hF
(

d(1)
i

)

Les ḿethodes d’Euler sont très rapides pour un pash bien choisi et faciles̀a mettre en place.
Mais elles connaissent de gros problèmes d’instabilit́e et de convergence vers la solution. Elles
sont d́econseilĺees dans la plupart des cas au profit des méthodes Runge Kutta [3] d’ordre deux
et quatre, qui sont cependant trop lourdes en temps de calcul pour obtenir du temps réel.

FIG. 18 – Ŕesultats de d́eformation avec un modèle physique [22]
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Une fois la d́eformation accomplie, il faut réinitialiser les ressorts pour remettre l’objet dans
un état stable, sans quoi il reviendraità sa forme stable préćedente. Cette ḿethode offre l’avan-
tage de posśeder un retour haptique mais diminue le nombre d’outils de déformation disponible
à cause de son modèle physique. Le point faible essentiel de ce modèle restera l’utilisation de
la méthode d’Euler qui introduit tous ces défauts math́ematiques.

3.2 Déformation de surfaces implicites : sculpture du bois

Mizuno et al [9], pŕesentent en 1999 une méthode dont les résultats simulent parfaitement
la sculpture du bois. Ils utilisent des surfaces implicites dont les modifications sont stockées
par la ḿethode CSG. Les ciseauxà bois ont une forme courbe, qui peutêtre apparentéeà une
portion d’ellipse. Par conséquent, l’outil de sculpture est un ellipsoı̈de que l’on d́eplacera sur
l’objet à sculpter (quelques ciseaux sont aussi cubiques, donc simulés par des parallélépip̀edes
cubiques). Avec la formulation implicite, il est aisé de calculer les intersections entre l’objet et
l’outil ( égalit́e entre deux fonctions implicites). Pour afficher le résultat il faut connâıtre toutes
les ar̂etes visibles cŕeées par l’outil. Elles sont donc stockées au fur et̀a mesure dans chaque
nœud de l’arbre CSG. Or, il est fréquent de repasser deux fois au même endroit en sculptant ;
il faut donc remettrèa jour l’arbre CSG apr̀es chaque action de l’outil, car certaines arêtes
disparâıssent totalement ou partiellement et d’autres sont alors créées.

FIG. 19 – Exemples de résultats obtenus̀a l’aide de [29]

Comme on peut le constater sur la figure 19 le résultat esth́etique est excellent. En revanche,
le risque majeur de cette méthode est l’augmentation du temps de calcul pour un grand nombre
d’opérations de d́eformation. Dans ce cas, la vitesse d’affichage n’est que de quelques im-
ages par seconde. Il semble ainsi impossible d’enrichir cette méthode (mod̀ele physique,...) afin
d’augmenter le ŕealisme lors du travail.
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3.3 Les Free Form Deformation (FFD)

La méthode des FFD fut créée par Soderberg et Parry en 1986 [35]. Elle consisteà englober
un objet quelconquèa l’aide d’un maillage parallélépiṕedique, puis̀a calculer les coordonnées
de chaque sommet de l’objet par rapport au sommet du maillage le plus proche. Donc lorsque
l’on modifiera la position d’un sommet du maillage, les sommets de l’objet suivront de manière
conśequente (figure 20).

FIG. 20 – D́eformationà l’aide de FFD [32]

Le maillage englobant est défini de pŕeférence par un produit tri varié de polyn̂omes de
Bernstein :

Xf f d =
l

∑
i=0

Ci
l (1−s)l−isi

[
m

∑
j=0

C j
m(1− t)m− jt j

[
n

∑
k=0

Ck
n(1−u)n−kukPi jk

]]

Grâceà cette formulation, la manipulation d’un point du maillage influe sur les voisins et
permet un mouvement uniforme. Les FFD fournissent une déformation rapide et intuitive d’un
objet quelconque, mais ne gère pas la topologie. Elle est limitéeà cause de sa notion de maillage
englobant (pour l’instant de forme unique) et ne permet pas de trouer l’objet.

Il existe quelques extensions des FFD :
– Hsu et al. [21] proposent de masquer le maillage englobant et de manipuler directement

l’objet. Le maillage devient alors virtuel et inexistant pour l’utilisateur.
– AxDF : ce mod̀ele fut propośe par Lazarus et al. en 1993 [24] ; il consisteà placer un axe

virtuel à travers l’objet et̀a exprimer les coordonnées de chaque sommet de l’objet par
rapportà l’axe. On se śepare ainsi de la notion de maillage englobant. La déformation est
induite par la manipulation de l’axe de référence (figure 21).

– EFFD : Extended FFD. Cette méthode, expośee par Sabine Coquillart en 1990 [14] pro-
pose de nouveaux maillages englobants non parallélépiṕediques qui permettent de nou-
velles d́eformations (voir figure 22).

– NFFD : Nurbs FFD, proposé dans [23] par Lamousin et Waggenspack en 1994. Le mail-
lage est constitúe de Nurbs et n’est plus régulier. Il s’adapte en fonction de la densité de
l’objet.

FIG. 21 – AxDF, d́eformation par rapport̀a un axe [32]
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FIG. 22 – EFFD, maillage non parallélépiṕedique [32]

3.4 SCODEF

La SCODEF (Simple COnstrained DEFormation) aét́e introduite par Borel et Rappoport
en 1994 [12]. Il s’agit en fait d’une reformulation de la méthodeB-Spline Space Times[9].
L’utilisateur va choisir un ou plusieurs points de l’espace, puis définir pour chacun d’eux un
déplacement et un rayon d’action. Une SCODEF est donc définie de la façon suivante :

– DeRn dansRn, avec n dimension de l’espace
– r le nombre de contraintes qui définissent la SCODEF
– Ci la position d’un point de contrainte dans l’espace original
– dCi son d́eplacement dans l’espace déformé
– Ri le rayon d’action de la contrainteCi

– fi la fonction de d́eformation deCi

FIG. 23 – Méthode SCODEF [32]

Ici (figure 23) les contraintes sont disjointes et déforment ainsi la droitèa deux points
diff érents. Mais elles peuvent aussi avoir une zone d’influence mutuelle (voir mêmeêtre con-
fondues), auquel cas elles s’influencent mutuellement.
La SCODEF est une des méthodes les plus intuitives. On choisit un point, le rayon d’action, la
fonction d’influence et le d́eplacement ; on peut ainsi très facilement ”deviner” le résultat. Ceci
permet des d́eformations intuitives qui se rapprochent de l’imagination de l’utilisateur. Mais ces
déformations sont surfaciques, alors que nous travaillerons sur des volumes. Cela impliquera de
”remplir” la déformation. De plus, si nous souhaitons appliquer ces déformations sur un outil, la
méthodeétant d́efinie de manìere continue, il faudra donc discrétiser la surface ”ŕesultat” pour
pouvoir travailler. En revanche, le résultat surfaciquéevitera de calculer quels sont les pixels
”utiles ou actifs” lors de l’utilisation de l’outil (cf section 3.7 [6]).
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3.5 Déformations libres sous contraintes

Les d́eformations libres sous contraintes sont la contribution de Romain RAFFIN lors de
son travail de th̀ese [32]. L’aboutissement áet́e un enrichissement de la méthode SCODEF,
dont voici une explication simplifíee des trois principales extensions :

1. Le cercle d’influence de la fonction devient un volumeétoilé (figure 24c et 24d).

2. Le vecteur de d́eplacement d’un point devient une courbe de variation. Nous ne sommes
plus limitésà des d́eplacements rectilignes (figure 24a).

FIG. 24 – D́eformations libres sous contraintes [32]

3. Le point d’application de la contrainte estétendùa une courbe (figure 25).

FIG. 25 – D́eformation suivant une courbe de contrainte [32]

Si on choisit une zone d’influence sphérique et un d́eplacement rectiligne appliqués à un
point, on retrouve la ḿehode SCODEF.
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3.6 Esquisser le ŕesultat

Dans l’article de Wang et Yuen paru en 2003 [38], les auteurs souhaitent ”dessiner” ou
”esquisser” le ŕesultat, comme le ferait un dessinateur sur une feuille de papier. Pour cela, ils
partent d’un objet quelconque qui servira de support, sur lequel ils dessinentà l’aide de la souris
(ou d’un autre système) une forme ouverte ou fermée. La forme doit donĉetre compośee de deux
parties : une base ferḿee sur l’objet et une partie extraite. Leur méthode va alors d́eplacer la base
le long de la partie extraite afin de créer le ŕesultat tout en respectant les contraintes scalaires
induites par le dessin de cette même partie. De plus, au fur età mesure du d́eplacement, un
maillage est cŕeé afin de repŕesenter et de stocker le résultat.

FIG. 26 – Extrusion de forme par simple dessin

Dessiner̀a la main une forme automatiquement implément́ee par l’ordinateur est le rêve de
toute personne faisant de la modélisation ǵeoḿetrique. Gr̂aceà cette ḿethode on peut rajouter
une forme quelconquèa un objet existant en la dessinant. Malheureusement, on ne peut sup-
primer des parties (ce qui est primordial en sculpture virtuelle). De plus, les surfaces résultantes
sont difficilement d́eformables par d’autres outils extérieursà la ḿethode.

3.7 Méthode de J̈org Ayasse

En mars 2000, J̈org Ayasse pŕesente dans [6] une ḿethode tr̀es simple mais efficace et inter-
active de sculpture virtuelle. Il utilise une voxélisation pour stocker les données et un algorithme
des ”Marching Cubes” pour aḿeliorer le rendu. Un outil de sculpture est créé à partir d’une
primitive quelconque (sph̀ere, cube, ...) ; puis il est ensuite déplaće dans l’espace de travail suiv-
ant un axe pŕed́efini. Chaque fois qu’un voxel de l’outil rencontre un voxel de l’objet, le voxel
de l’objet est suppriḿe. Il n’y a donc pas de d́eformation, mais une suppression systématique
par rencontre de voxels. Inversement, on rajoute de la matière de la m̂eme façon (figure 27).

FIG. 27 – Ajout et suppression de matière [6]

Avec ce mod̀ele, nous avons la façon la plus simple de supprimer ou de rajouter de la
matìere. Lors de la publication de cet article, ilétait possible de manipuler des objets de taille
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4003 et des outils803.
Pendant le d́eplacement de l’outil de sculpture, les voxels qui suppriment de la matière sont
toujours les m̂emes ! En effet, seuls les voxels se situantà la surface de l’outil peuvent rencon-
trer un voxel de l’objet, car ils sont toujours les premiers au contact. Les voxelsà l’intérieur
de l’outil deviennent alors ”inutiles” ; rien ne sert alors de les stocker et de les manipuler. On
effectue ainsi unéeconomie en espace mémoire et surtout en temps de calcul. De plus, si le
mouvement est rectiligne, seuls les voxels situés en surface et ”à l’avant” (par rapport au sens
de d́eplacement) de l’outil seront utiles : on divise donc encore par deux le nombre de voxelsà
manipuler. On va donc pré-calculer les voxels de l’outil utiles lors de la sculpture (figures 28).

FIG. 28 – Śelection des voxels utiles [6]

L’auteur utilise une ḿethode tr̀es simple mais soulève un point int́eressant dans son article
(calcul des voxels utiles) qui sera réutilisé dans nos travaux.

3.8 Conclusion

Nous venons de présenter un certain nombre d’outils de déformation. Nous pouvons con-
stater que cŕeer un outil de forme quelconque est plus simple que d’en calculer les effets
(probl̀emes de manipulation des surfaces, de calcul des intersections, de temps de calcul, de
rendu, ...). Certaines pourront toutefoisêtre impĺement́ees afin de modifier l’outil de sculp-
ture. Mais il nous faudra surtout définir une nouvelle ḿethode ǵeńerique qui puisse combiner
diff érents outils et agir sur des formes de topologie quelconque. Pouréviter les calculs trop
lourds, nous nous intéresserons au comportement de matériaux ǵeoḿetriques, ce qui devrait
simuler des caractéristiques de mod̀eles physiques sans l’inconvénient de ŕesolution d’́equations
diff érentielles.
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Deuxième partie

Le Stage

4 Définitions

Pour commencer̀a travailler, il est important de définir notre cadre de travail. Nous allons
ainsi donner quelques définitions relatives aux matériaux afin de pŕeciser le contexte :

– Homog̀ene : ses propriét́es sont les m̂emes en tous points.
– Isotrope : ses propriét́es ne d́ependent pas du repère dans lequel elles sont observées ou

mesuŕees.
– Plastique et́elastique : la plasticité d́esigne la capacité d’un mat́eriauà se d́eformer sous

l’effet d’une contrainte et̀a conserver sa déformation une fois la contrainte supprimée.
L’ élasticit́e d́esigne la capacité d’un mat́eriau d́eformé à retrouver sa forme initiale et
s’oppose en celàa la plasticit́e.

– Souple et rigide : la souplesse fait référencèa la facilit́e à plier une structure et s’oppose
à la rigidit́e qui d́esigne la ŕesistancèa la pliure.

Ceci est ŕesuḿe par la courbe suivante :

FIG. 29 – Repŕesentation des différentes phases de la déformation

Dans ce stage, nous avons décid́e de travailler avec des matériaux homog̀enes, plastiques
et isotropes ; les matériaux ayant ce type de caratéristique sont la glaise, l’argile, ... C’est le
cadre le plus simple imposant le moins de contraintes physiques. En effet, il serait difficile de
travailler avec des matériaux non homog̀enes et́elastiques car il faudrait prendre en compte les
variations d’homoǵeńeité, le retour de la matière dans une position stable, etc ... La complexité
des param̀etres qu’il faudrait alors ǵerer d́ecuplerait les calculs et ne permettrait pas de faire du
temps ŕeel (vu dans section 3.1).
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5 Amélioration algorithmique de la méthode de J̈org Ayasse

La méthode de J̈org Ayasse est le point de départ de notre outil de déformation. Dans l’article
[6], il est d́ecrit une ḿethode qui permet d’aḿeliorer la complexit́e pour un mod̀ele de sculpture
virtuelle.
En effet, soitP le nombre de voxel de la pièce sculpt́ee etN le nombre de voxel de l’outil.
Chaque fois que l’outil se d́eplaçait, pour chaque voxel de la pièce, il fallait tester chaque voxel
de l’outil. La complexit́e était ainsi enO(NP), ce qui devenait vite important pour des outils
ou pìeces un tant soit peu volumineux. Avec sa méthode, J̈org Ayasse ŕeduit l’outil à sa partie
utile de taillen (figure 28). Donc la nouvelle complexité est enO(nP). Dans le cadre d’un outil
comme le cube (figure 28), seulement un huitième de l’outil est ńecessaire pour sculpter, donc
un temps de calcul huit fois inférieur.
Dans notre travail, nous nous sommes intéresśes uniquement̀a des mouvements rectilignes de
l’outil, donc seuls les voxels ”en avant” de l’outil sont utiles. Ainsi, dans le sens du déplacement,
il ne pourra jamais y avoir un voxel utile derrière un autre. Nous pouvons ainsi les stocker dans
un bufferà deux dimensionsX etY qui contiendrait les coordonnées enZ de l’outil : un cube de
taille 10∗10∗10 aura un buffer de taille10∗10. De m̂eme un sph̀ere de rayon quinze aura un
buffer de taille30∗30, mais seules certaines cases contiendront les coordonnées enZ de l’outil,
les autreśetant initialiśe à−∞. Illustrons ceci par un exemple : une fois discrétiśee une sp̀ere de
rayon 1 est une croix en trois dimension, n’ayant que cinq voxels utiles (figure 30) :

FIG. 30 – Sph̀ere de rayon 1 et sa partie utile pour un déplacement sur l’axe Z (en vert)

Les figures 43, 44 et 45 montrent d’autres exemples de parties utiles.
Cette sph̀ere de rayon 1 aura ainsi comme buffer :

−∞ 0 −∞
0 1 0
−∞ 0 −∞

Ce buffer ce traduit ainsi :
– 0 : la coordonńee enZ du voxel est́egaleà la position du buffer sur l’axe desZ.
– n > 0 : le voxel estn cran en avant par rapportà la position du buffer sur l’axe desZ.
– −∞ : il n’y avait pas de voxel utile pour cette case, cette valeur assure ainsi que ce voxel

de l’outil (en fait inexistant) ne rencontrera jamais un voxel de la pièce.
Nous allons maintenant décrire le processus de suppression. L’outil se déplace en suivant le
sens et l’orientation du point de vue, mais en infographie lors de la visualisation de la scène, le
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FIG. 31 – Les angles de rotation du point de vue

point de vue subit systématiquement des rotations d’angle−θ,−ϕ afin d’être sitúe sur l’axe des
Z (figure 31).

Pour garder une scène identique et cohérente, la pìece doit subir les m̂emes rotations que le
point de vue (figure 32 en 2D et figure 33 en 3D).

FIG. 32 – Rotations identiques de la pièce et du point de vue en 2D avec vérification dans le
buffer

FIG. 33 – Rotations identiques de la pièce et du point de vue
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Lors de la supression des voxels, l’outil (maintenant le buffer) se déplace sur l’axe du point
de vue (apr̀es rotations l’axe desZ) et nous calculons ces intersections avec les voxels de la
pièce. Pour cela, il suffit de tester si la coordonnée enZ du voxel de la pìece apr̀es rotation est
identiqueà celle du buffer. Si c’est le cas le voxel est supprimé. Algorithmiquement, cela ce
traduit comme suit :
Algorithme:
Pour chaque voxel V de la pièce

Si V.Z = Buffer[V.X][V.Y] Alors supprimer V
SinonPasser au voxel suivant

Donc un simple parcours de la pièce est d́esormais ńecessaire, soit une complexité enO(P).
Nous obtenons ainsi une complexité linéaire d́ependante de la taille de la pièce. Les calculs sont
alors beaucoups plus rapides, ce qui nous permet de travailler avec des pièces plus volumineuses
et comme nous le verrons plus loin d’ajouter des caractéristiques physiques.
Le tableau ci-apr̀es ŕesume l’́evolution de la complexité en fonction des ḿethodes pour une
pièce de tailleP et un outil de tailleN avec une partie utile de taillen :

Méthode Complexit́e
Normale O(NP)

Jörg Ayasse O(nP)
Notre ḿethode O(P)

6 Notre outil de déformation

6.1 Extension de la vox́elisation

La forme binaire de la voxelisation (0 vide, 1 plein) qui fait sa simplicité est insuffisante
dans notre travail. Sous cette définition, il nous est impossible de gérer un voxel qui ne serait
pas ”totalement plein” (ou réciproquement pas ”totalement vide”). Nous parlerons plus loin de
quantit́e de matìere contenue dans un voxel qu’il nous faudra diviser en plusieurs sous quan-
titées. Nous devons doncétendre la notion binaire vide/pleiǹa une quantit́e de matìere variant
entre 0 et 1. Mais il est difficile de représenter un voxel qui ne serait que partiellement ”rempli”.
Nous tenterons de jouer sur la couleur (dégrad́e de bleu) et la transparence des voxels afin de
visualiser la quantit́e de matìere contenuèa l’intérieur.

6.2 Utilisations des normales pour retrouver les propríetés de l’outil

Lorsque nous avons commencé à travailler, nous nous sommes immédiatement heurtés à
un probl̀eme de taille : la voxelisation fait perdre toutes les connaissances mathématiques de
la surface. En effet, si nous travaillons sur des iso-surfaces ou des objets définis de manìere
continue, nous connaissons la surface de l’objet et ses caractéristiques en tous points : tangente,
normale, courbure, ... Toutes ces notions sont perdues lors de la discrétisation de la pìece. Or la
normale en un point d’une surface nous donne le sens et la direction dans lesquels ce point de
l’outil doit pousser la matìere de la pìece (figure 34).

Il est donc essentiel dans la premièreétape de la construction de notre outil de déformation,
de retrouver au moins partièllement la notion de normale de la surface pour chaque voxel afin
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FIG. 34 – Utilité des normales dans la déformation

de pouvoir travailler avec un outil.
Mathématiquement une normale existe que sur une courbe ou une surface, donc nous devons
recŕeer ce contexte (des surfaces)à partir des voxels de l’outil (ou plus précisemment du buffer).
Dans une huit connexité, chaque voxelV poss̀ede huit voisinsV0, ...V7 (numérot́e dans le sens
inverse du sens trigonoḿetrique). Nous pouvons alors utiliser deux voisins consécutifs (Vi ,Vi+1)
pour cŕeer deux vecteurs−→νi =

−−−−→
VVimod8,

−−→νi+1 =
−−−−−−−→
VV(i+1)mod8 (figure 35a). Ces deux vecteurs for-

ment la limite d’une surfaceSi , dont il est aiśe de calculer la normale avec le produit vectoriel−→
Ni = −→νi ∧−−→νi+1 (figure 35b). Nous ŕeṕetons cette oṕeration pour les huit surfacesS0, ...S7 ainsi
crééesà l’aide des voisins. Il suffit maintenant de faire la moyenne des huit normales et nous
obtenons la direction de travailν du voxelV :

ν =
1
8

7

∑
i=0

νi

FIG. 35 – Calcul des normales̀a partir des voxels

Nous avons ainsi obtenu la normale (et ses composantes)à la surface de l’outil pour chaque
voxel. Nous savons maintenant comment l’outil doit pousser la matière de la pìece lors d’un
contact.
Voil à le ŕesultat du calcul des normales d’un outil sur l’exemple du cube10∗10∗10 où nous
affichons les composantes de chaque normale et non pas les normales elles mêmes :
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FIG. 36 – Les normales (à droite) issuent de la partie utile (à gauche)

Les figures 48, 49 montrent les résultats obtenus avec un outil en forme de pointe et un
dernier outil plus complexe en forme de croix (plus exactement deux cylindres orthogonaux).
Un simple parcours du buffer (car on ne fait ce calcul que sur les voxels utiles de l’outil) permet
de calculer toutes les normales, donc ceci se fait avec une complexité linéaire. Les ŕesultats
obtenus sont tout̀a fait correctes et nous permettent de connaı̂tre une caractéristique essentielle
de l’outil, mais ne sont pas aussi précis que dans le cas où l’outil serait d́efini de manìere
continue. Ces imperfections sont essentiellement dûes aux erreurs d’arrondie et numériques
introduites lors de la discrétisation de l’outil (section 2.5). Elles sont toutefois négligeable, car
nous essaierons de rester au plus pres de la réalit́e sans vouloir absolument la simuler.

6.3 Déformation de la pièce par d́eplacement de matìere

Maintenant que nous avons retrouver les caratérisques de l’outil, nous allons pouvoir réaliser
notre mod̀ele de d́eformation. Pour cela nous déplaçons l’outil de manière rectiligne pas̀a pas
(un pas repŕesentant la taille de un voxel) jusqu’à ce que au moins un voxel de l’outil péǹetre
dans la pìece, c’est-̀a-dire jusqu’au moment où un voxel de l’outil prenne la place d’un voxel
de la pìece. La quantit́e de matìere contenu dans le voxel de la pièce doit donc maintenantêtre
déplaće ; pour cela elle est divisée en sous quantité, proportionnellement̀a la taille de chaque
composante de la normale du voxel de l’outil. Il y aura donc au plus trois sous quantités et
au minimum une. Chaque sous quantité suivra la direction et le sens d’une composante de la
normale, jusqu’̀a rencontrer un voxel partiellement rempli ou vide dans lequel elle ajoutera sa
propre quantit́e de matìere (figure 37).

FIG. 37 – Notre ḿethode de d́eformation
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Voil à un exemple avec une sphère comme outil (figure 38) :

FIG. 38 – Ŕesultat de la d́eformationà l’aide d’une sph̀ere (figure 47) :̀a gauche, zone de
péńetration de l’outil,à droite partie arrìere

Les figures 50 et 51 montrent le résultat obtenu avec d’autres outils.
Pourquoi ne pas avoir déplaće la matìere en fonction des normales et non pas des composantes
des normales ? Cela se comprend avec l’exemple de la sphère comme outil : aucun des voxels de
la pièce n’aurait et́e d́eplaće latt́eralement afin de simuler la déformation lors de la ṕeńetration
de l’outil. Dans la ŕealit́e, la pìece se serait imḿediatement d́eformé latt́eralement sous l’effet
de l’outil. Il est donc plus coh́erent au niveau du réalisme de travailler avec les composantes de
chaque normale.
Que se passe t’il si notre outil est un cube ? La partie utile sera une surface carrée et les normales
seront toutes orthogonalesà la surface utile. Donc toutes les normales seront identiques (figure
36) et elles d́eplaceront tous les voxels de la pièce rencontŕee dans la m̂eme direction (figure
39).

FIG. 39 – Probl̀eme du ŕesultat de la d́eformationà l’aide d’un cube

Ce ŕesultat est coh́erent par rapport au modèle que nous venons de mettre en place, mais
pas dans la ŕealit́e. Gr̂aceà sa viscosit́e, un bloc de glaise se serait déformé de façon homog̀ene
même s’il était d́eformé avec un cube. Or pour des raisons de complexité, nous ne pouvons pas
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incorporer un mod̀ele physique afin d’avoir une déformation homog̀ene, mais en revanche nous
pouvons essayer de simuler un comportement physique.

6.4 Simuler la viscosit́e

L’argile se d́eformé de manìere homog̀ene gr̂aceà sa viscosit́e. Nous pouvons d́ecrire grossìerement
son comportement par : ”chaque particule entraine ses voisins dans son déplacement et ses
voisins la retiennent”, ce que nous avons vu dans le modèle physique avec le système de masse
ressort (section 3.1). En réalit́e, cette interaction a pour effet :à l’oppośe du point de pression,
la déformation est importante, puis diminue progressivement en fonction de la distance (figure
40).

FIG. 40 – Effets de la viscosité

Il faut donc simuler ce ph́enom̀ene : la solution est de rajouter de la matière aux voisins du
voxel d́eplaće. La quantit́e de matìere attribúee aux voisins devrâetre d́ecroissante en fonction
de la distance. Pour connaı̂tre la quantit́e de matìere distribúee au voxel central età chacun des
voisins, nous allons utiliser une courbe de Bézier avec trois points de contrôle (figure 41).

FIG. 41 – Courbe de B́ezier simulant la viscosité : la quantit́e de matìere (axe Y) d́ecroit en
fonction de la distance (axe X)
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La viscosit́e de la glaise varie en fonction de la quantité d’eau et de la qualité de la matìere.
Nous pouvons donc jouer sur deux paramètres afin de simuler différentes viscosités : la taille de
la zone sur laquelle nous ajoutons de la matière (zone d’influence) et la courbure de la courbe
pour ŕepartir cette matière. Plus la matière est visqueuse, plus la déformation est homog̀ene et
donc la courbe doit d́ecroitre de manière lińeaire. Sur la figure 42, la viscosité est maximum,
donc la ŕepartition de matìere d́ecroit linéairement en fonction de la distance. En revanche si
la matìere est peu visqueuse (figure 41), la courbure est plus importante et la zone d’influ-
ence moins grande. De même, si la viscosité est nulle (ce qui est virtuellement possible, mais
physiquement impossible) nous sommes alors dans le cas de la section préćedente avec une
zone d’influence nulle.

FIG. 42 – Courbe de B́ezier repŕesentant une viscosité de 0.5 sur une zone d’influence de 5

Nous pouvons maintenant ajouter une simulation de la viscosité dans notre outil de déformation.
Voici le nouveau ŕesultat avec comme outil le cube et une matière tr̀es visqueuse (une décroissance
linéaire et une zone d’influence de 10 voxels, courbe de la figure 42) :

FIG. 43 – Ŕesultat de la d́eformationà l’aide d’un cube avec une notion de viscosité d́efinie par
la courbe de la figure 42
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La déformation produitèa l’arrière de la pìece est plus homogène, donc beaucoup plus
coh́erente. Toutefois, dans la réalit́e, une ĺeg̀ere d́eformation lat́erale se serait produite, que
nous ne retrouvons pas ici car nous nous fions uniquement aux normales de la partie utile. En
revanche, pour certains outils (une sphère , ...) la d́eformation se rapproche plus de la réalit́e
(figure 43).

FIG. 44 – Ŕesultat de la d́eformationà l’aide d’une sph̀ere avec la notion de viscosité

Les figures 52 et 53 montrent d’autres résultats de d́eformation avec simulations de la vis-
cosit́e pour d’autres types d’outils. Ci-dessous, deux autres exemples de déformations, ŕealiśees
avec une viscosité moins importante (courbe de la figure 41)à l’aide du cube et de la sphère.

FIG. 45 – Ŕesultat de la d́eformation avec un cube et une notion de viscosité faible
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FIG. 46 – Ŕesultat de la d́eformation avec une sphère (figure 47) et une notion de viscosité
faible

Ces d́eformations sont conformesà nos attentes : elles sont moins homogènes et traduisent
donc un mat́eriau moins visqueux.
Mais la courbe de B́ezier avec trois points de controle ne permet pas d’obtenir toutes les cour-
bures possibles. En effet, d’après ces caratéristiques math́ematique, une courbe de Bézier est
contenue dans son polygône de contr̂ole ; elle est aussi tangente au premier et dernier seg-
ment du polygone de contrôle . Donc le deuxìeme point de contrôle doit rester dans la partie
suṕerieure droite du rep̀ere afin que la courbe y soitégalement contenue. Ainsi, si le poly-
gone (de trois points) n’est pas contenu dans la partie supérieure droite du rep̀ere, la courbe
ne serait pas non plus entièrement contenue dans cette même partie et cela se tradurait par une
courbe qui aurait des valeurs négatives. Cela impliquerait que l’on enlève de la matìereà certains
voisins. De plus, l’aḿelioration algorithmique apportée dans la section 5 accélère d’avantage
ces d́eformations qui sont d́ejà tr̀es rapide et le tout s’effectu donc en temps réel. Le tableau
suivant montre quelques mesures de vitesse effectuées pendant le stage. Le temps affiché est le
temps ńecessaire entre le départ du calcul et l’affichage du résutat pour le d́eplacement de l’outil
d’un voxel.

XXXXXXXXXXXXPièces
Diamètre

50 100

Cube 1/12 s 1/6 s
Sph̀ere 1/10 s 1/5 s
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7 Conclusion

Nous venons de présenter un outil de d́eformation simple mais ǵeńerique qui agit par
déplaçement de matière. Il peut agir sur des pièces de topologie quelconque età l’aide d’outils
de toutes les formes. Notre point de départ f̂ut la méthode de J̈org Ayasse que nous avons net-
tement aḿelioree du point de vue algorithmique. Cette amélioration acćelère grandement le
processus de traitement et accélère encore plus l’ex́ecution de notre outil qui est déjà rapide.
Nous pouvons ainsi faire du temps réel avec des objets beaucoup plus volumineux. De plus, cet
outil permet de simuler des comportements physiques en intégrant le comportement de la vis-
cosit́e repŕesent́e à l’aide d’une courbe de B́ezier. En modifiant les param̀etres de cette courbe,
nous pouvons simuler différentes viscosités et ainsi s’adapterà d’avantages de matériaux.
En revanche, cette ḿethode ne fait qu’approcher la réalit́e et ne simule pas parfaitement le com-
portement ŕeel des mat́eriaux lors de leur d́eformation.
Le point fort de cette ḿethode restera sa rapidité de calcul et son intégration de caractéristiques
physique telle que la viscosité en temps ŕeel.

8 Améliorations possibles

Au vu de notre travail, quelques pistes sont possibles afin de poursuivre ou d’améliorer :
– Ajouter des points au polygone de contrôle : cela permettrait d’obtenir des courbures plus

importantes et de simuler d’avantage de comportement de viscosité.
– Trouver un autre mod̀ele de courbe mieux adapté que celle de B́ezier afin de simuler la

viscosit́e.
– Ajouter un mod̀ele physique lors de la frappe d’un objet : si nous frapponsà l’aide d’un

outil ayant une massem avec une vitessev, la force est donńee par l’́equationF = mv.
En fonction de la viscosité de la matìere, de sa ŕesistance et de sa densité, nous pourrions
créer un mod̀ele qui d́eterminerait l’enfoncement de l’outil dans la pièce.
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Quelques figures supplémentaires :

FIG. 47 – Sph̀ere de rayon 15, sa partie utile et les normales

FIG. 48 – Une pointe, sa partie utile et les normales
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FIG. 49 – Un outil plus complex en forme de croix, sa partie utile et les normales

FIG. 50 – Ŕesultat de la d́eformationà l’aide d’une pointe (figure 44) et une viscosité nulle
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FIG. 51 – Ŕesultat de la d́eformationà l’aide d’une croix (figure 45) et une viscosité nulle

FIG. 52 – Ŕesultat de la d́eformation avec une pointe (figure 44) et une viscosité importante

FIG. 53 – Ŕesultat de la d́eformation avec une croix (figure 45) et une viscosité importante
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